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If the S c h r ö d in g e r  equation can be solved by a product of 
functions, which depend only on one variable (separation), 
then a complete set of commutable operators exists, which 
forms a set of quantum mechanical integrals of motion. The 
eigenvalues of these operators are the separation constants. 
The operators are explicitely formulated; the physical mean­
ing is discussed.

S t ä c k e l  entwickelte erstmalig eine systematische 

Theorie für die Separation der HAMiLTON-jAcoßischen 

Differentialgleichung 1, die später von R o b e r t s o n  2 m it 

den gleichen Begriffsbildungen auf die Separation der 

zeitunabhängigen ScHRÖDiNGER-Gleichung übertragen 

w urde3. Notwendig und hinreichend für eine Separa­

tion beider Differentialgleichungen in krumm linigen, 

orthogonalen Koordinaten (xt , . . . ,  x/; f ist die Zahl 

der Freiheitsgrade des Systems) ist die Existenz der 

„STÄCKEL-Determinante“

gegeben. Dies reicht aus, um cp für ein bestimmtes 
Separationskoordinatensystem aufzustellen, wenn man 
noch beachtet, daß die Elemente der j-ten Zeile nur von 
Xi abhängen.

Die potentielle Energie U (xt , . . . ,  xf) muß sich im 
separablen Fall in der Form

p w e g )

i= l

Viito) I (i, 7 = 1, . . . , / ) ,

deren Elemente Funktionen nur der einen Koordinate 

xi sind. Für eine Separation der ScHRÖDiNGER-Gleichung 

lassen sie sich folgendermaßen aus dem Linienelement

/,
ds2 dS X  H ?  dx*2

mit beliebigen Funktionen /Ui(xi) von nur einer Ver­
änderlichen x[ darstellen lassen, um die Separation 
nicht zu stören.

Die zeitunabhängige ScHRÖDiNGER-Gleichung in ortho­

gonalen Koordinaten

(.k2 =  2 m /h 2)

lautet in Separationskoordinaten mit dem Ansatz

f
xp{xi, . .  .>x/) =  nX i(x i), 

i= 1
worin Xi (x,) nur von x; abhängt:

oder mit der Abkürzun

Si
(Ti) f iX id x i{ fi dx i)

des betreffenden Koordinatensystems bestimmen: Mit und mit dem obigen Ansatz für L (x)

H öef.n Hi 
i—1

gestatten separable Koordinaten eine Zerlegung des 
Quotienten

H / H i * = f i ( x i ) - a i ( x * i )  (i =  l , . . . , / )

in ein Produkt von zwei Funktionen, von denen fi (xi) 
nur von der Koordinate xi, öj(a* i) jedoch von allen 
übrigen xy (j 4= i) abhängt. Dann ist durch

X  4>n [5; (xi) - k2 jiii (xj) + k2 a t cpi{\ =  0 . (at =  E) 
i= 1

Diese Beziehung zusammen mit den / — I weiteren Be­
ziehungen

y  &n <pa= 0
/=!

(/ = 2, 3 , . . . , / )

cp=H / n fi
i= 1

der Wert der Determinante (p = | <pa | bestimmt. Er­
sichtlich ist, abgesehen von singulären Punkten, cp 4= 0. 
Die algebraischen Komplemente der ersten Spalte von 
cp sind weiterhin durch

<Pn = <t/H? ( y - 1 ......... /)

führt zu den / Separationsgleichungen in Form von ge­
wöhnlichen Differentialgleichungen, die durch die Se­
parationskonstanten aj verbunden sind:

si (xi) -  k2 m  (xi) +  k2 X  aj cpij (xi) =  0

(i = l, 2, . . . , / ) .

Da die Determinante cp = | cpa | von Null verschieden 
vorausgesetzt wurde, lassen sich die Separationsglei-

1 P. S t ä c k e l , Habilitationsschrift, Halle/S. 1891; vgl. auch 
Math. Ann. 42, 537 [1893], Abschn. 2.

2 H. P. R o b e r t s o n , Math. Ann. 98, 749 [1928].

3 Siehe auch P. M . M o r s e  u . H. F e s h b a c h , Methods of Theo­
retical Physics, McGraw-Hill Book Co., Inc., New York, 
Toronto, London 1953, Bd. I, S. 508, 655.
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chungen nach den Separationskonstanten auflösen. 
Hierzu wird die i-te Gleichung mit multipliziert 
und anschließend über i summiert:

v  <Pu (si - k2 /Ui) +k2 cp cli = 0

oder

t=l

a i=  y ^ - l -  \ Si(xi) +/Ui(xi)

&  <P V k
(vgl. 4) (Z = l , 2 , . . . , / ) .

Diese Funktionen können als Bewegungsintegrale auf- 
gefaßt und entsprechend quantenmechanisch gedeutet 
werden:

ai=  2
•Pu

i=l *

h2 l
-  ( f i  Ä )  + f l i { X i )

2 m fi Xi dxi V dxi 1

f
Wird dies mit ip =  IJ Xi(xi) multipliziert,

2 =  1

aiip= y  &u 
1=1

h2 1 3

2 m qp fi dxi
Qtlp

dx[ rr
y>

so liegt es nahe, entsprechend der Definition der Im- 
pulsoperatoren in krummlinigen Koordinaten für ska­
lare Wellenfunktionen 5

h l  3  .4 ,—

P !v ’ " 7 v r 3 5 (v^ v’) ’

(g Determinante des kovarianten Maßtensors) 
mit den Operatoren

p i v = h ä -  (V<PflV>)
V<P fl 3 xi

o.i xp als Operatorenfunktionen zu schreiben 

f
aiy>= 2  &u

(es ist g — H2)

i = l

1 1 _ f. \__ , t*i
2 m \/<pfi 1 lPl V<Pfi <P

<f>n braucht nicht in den Svmmetrisationsprozeß einbe­
zogen zu werden, da es nicht von x; abhängt und dem­
zufolge mit den p; vertauschbar ist. Der symmetrische 
Aufbau der Produkte läßt sofort erkennen, daß die a/ 
selbstadjungierte Operatoren sind. Sie sind weiterhin 
paarweise miteinander vertauschbar:

Mit der Abkürzung

,< = T ^ 7 i lp ,t ,p ,7 f i+f“

wird
i= 1 v v tl v < p v

Damit kann der Kommutator geschrieben werden:

tn
m,n yq> <p V<p

V  0  0  1> n/. ^  mx f 1
L-i .  in %  , /— •

m,n 1/cp <p V<P

4 Für die HAMiLTON-jACOBisdie Differentialgleichung sind die 
/ quadratischen ersten Integrale von Stäckel angegeben wor­
den : C. R. Acad. Sei., Paris 116, 485 [1893].

Wird hierin n und m vertauscht

m,n y (f 

^mX
V<p r

und beides addiert, so ergibt sich

V  1 ^  mx '±'n).

-  i
m, n

tm

DU.

<P
<P

tn

V<p
1

Vq>

1

2 [ a * , a ; . ]  =  L  .
m,n y fp 

V l

<5 d) , — d> . <ö» i x  ^ n ) .  HU h

<P

A
y<p
l

V<p 'm,n yfp <p

Nach einem Satz der Determinantentheorie (siehe etwa 
K o w a le w s k i  8) ist der zweireihige Minor

<t>mx & ,a  ~  $ m l  ®nx

der zu (f reziproken Determinante gleich dem alge­
braischen Komplement zu dem gleichindizierten zwei­
reihigen Minor in qv, multipliziert mit cp. Da aber die­
ses algebraische Komplement in cp keine Elemente aus 
der m-ten und n-ten Zeile enthält und der Faktor cp 
sich weghebt, ist der mittlere Bruchstrich mit den Ope­
ratoren tm , tn vertauschbar. Die tm bzw. t„ wirken je­
doch nur auf xm bzw. x„ , sind also auch untereinander 
vertauschbar. Mithin ist

[dx , et;.] = 0 .

Die ursprünglichen Beziehungen

1 1f
ajxp= y

i= 1
V2 m ycp fi Pl ^ Pl ycp fi +  cp

(Z = l, 2, -- /)

können also als Eigenwertgleichungen für einen voll­

ständigen Satz vertauschbarer Operatoren angesehen 

werden, die sämtlich Konstanten der Bewegung sind, 

denn für / = 1 ergibt sich der HAMiLTON-Operator H. 
mit dem also alle anderen Operatoren vertauschbar 

sind. Da andererseits die Eigenwerte aj dieser Opera­

toren ursprünglich als Separationskonstanten für die 

Separation der ScHRÖDiNGER-Gleichung auftraten, be­

steht die quantenmechanische Bedeutung der Separa­

tion in einer simultanen Lösung eines Eigenwertpro­

blems für einen vollständigen Satz vertauschbarer Ope­

ratoren. Da wir oben

<£;i 4= 0 (£= 1, 2-- ,/)

fordern mußten, diese Forderung jedoch für

$ik (* = 2 ,3 ,.. . ,/ )

nicht e rfü llt  zu sein braucht, stellt die S c h r ö d in g e r-  

G le ichung  als E igenw ertgle ichung des HAMiLTON-Opera- 

tors auch die stärksten Forderungen an die gem ein­

samen E igen funk tioen ; diese werden also durch die 

ScHRÖDiNGER-Gleichung bereits vo lls tändig  definiert.

Herrn Prof. Dr. M. K o h l e r  danke ich für die Anregung zu 
dieser Arbeit und für wertvolle weiterführende Hinweise.

5 Siehe etwa W. P a u l i im Handbuch der Physik, herausgeg. 
v. S. F l ü g g e , Verlag Springer, Berlin, Göttingen, Heidel­
berg 1958, Bd. V, Teil 1, S. 40.

6 G. K o w a l e w s k i , Einführung in die Determinantentheorie, 
Verlag de Gruyter, 4. Auflage, Berlin 1954, S. 80.


