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Quantenmechanik in Separations-Koordinaten
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(Z. Naturforschg. 20 a, 485—486 [1965] ; eingegangen am 19. Januar 1965)

If the ScurépinGer equation can be solved by a product of
functions, which depend only on one variable (separation),
then a complete set of commutable operators exists, which
forms a set of quantum mechanical integrals of motion. The
eigenvalues of these operators are the separation constants.
The operators are explicitely formulated; the physical mean-
ing is discussed.

StickeL entwickelte erstmalig eine systematische
Theorie fiir die Separation der Hamiron—Jacoischen
Differentialgleichung !, die spiter von RoserTtson 2 mit
den gleichen Begriffsbildungen auf die Separation der
zeitunabhéngigen ScHrODINGER-Gleichung iibertragen
wurde 3. Notwendig und hinreichend fiir eine Separa-
tion beider Differentialgleichungen in krummlinigen,
orthogonalen Koordinaten (xy,...,x7; f ist die Zahl
der Freiheitsgrade des Systems) ist die Existenz der
»STAcKEL-Determinante®

| ij (x1) | «fis
deren Elemente Funktionen nur der einen Koordinate

z; sind. Fiir eine Separation der ScuropiNcer-Gleichung
lassen sie sich folgendermaflen aus dem Linienelement
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des betreffenden Koordinatensystems bestimmen: Mit
4
H Def.H Hi
i=1
gestatten separable Koordinaten eine Zerlegung des

Quotienten
H[HZ=fi(xi) - ai(z+ i) (i=1,...,/

in ein Produkt von zwei Funktionen, von denen f;(x;)
nur von der Koordinate z;, ai(a+ ;) jedoch von allen
iibrigen z; (j = i) abhingt. Dann ist durch

f
¢=H/Ilf;
i=1
der Wert der Determinante ¢=|;;j| bestimmt. Er-
sichtlich ist, abgesehen von singulidren Punkten, ¢ = 0.
Die algebraischen Komplemente der ersten Spalte von

@ sind weiterhin durch
(1)1'1:(/7/I11'2 (jzl""if)

1 P. StickeL, Habilitationsschrift, Halle/S. 1891; vgl. auch
Math. Ann. 42, 537 [1893], Abschn. 2.
2 H. P. Rosertson, Math. Ann. 98, 749 [1928].

gegeben. Dies reicht aus, um ¢ fiir ein bestimmtes
Separationskoordinatensystem aufzustellen, wenn man
noch beachtet, da} die Elemente der i-ten Zeile nur von
x; abhidngen.

Die potentielle Energie U(z,...
separablen Fall in der Form

I &, B ety
U= q;ﬂﬂi(zi) = 'u;T(?

j=1 i=

.,x7) muf} sich im

=

mit beliebigen Funktionen u;(x;) von nur einer Ver-
dnderlichen z; darstellen lassen, um die Separation
nicht zu storen.

Die zeitunabhingige ScurdpiNGEr-Gleichung in ortho-
gonalen Koordinaten

12 (1) mm-v@)y-
SHE Oz (H,--‘f dz; +E(E-U(x)) =0

(k2 =2 m/h2)

lautet in Separationskoordinaten mit dem Ansatz

f

W(Ix g -!Zf) = HXI(Il)s
i=1

worin X;(z;) nur von z; abhéngt:
ﬁ 1 1 d ( B
o g e ]

& HE fi Xi doy

oder mit der Abkiirzung

dX; _
dxi) +R(E—U(z))=0

(z) = L4 (g dXi \
si(=) fi Xi dx; (fl dIi)

und mit dem obigen Ansatz fiir U (x)

f
Z Dt [si(xi) —k? wi(x) + K a; 9]l =0. (a3 =E)

i=1
Diese Beziehung zusammen mit den f—1 weiteren Be-
ziehungen

f
N @iy ij=0 C(j=2,3,...,0

i=1
fiihrt zu den f Separationsgleichungen in Form von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen, die durch die Se-

parationskonstanten a; verbunden sind:
f
sizi) — K2 pi(2i) +52 X aj gij(2:) =0
i=1
(F=152; wse s

Da die Determinante @ =| ¢;j| von Null verschieden
vorausgesetzt wurde, lassen sich die Separationsglei-

3 Siehe auch P. M. Morse u. H. Fesusacu, Methods of Theo-
retical Physics, McGraw-Hill Book Co., Inc., New York,
Toronto, London 1953, Bd. I, S. 508, 655.
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chungen nach den Separationskonstanten auflésen.
Hierzu wird die i-te Gleichung mit @; multipliziert
und anschlielend iiber i summiert:

4
N Di(si—
i=1
f
P;
> (-

=

ki) + k2@ =0

oder aj= 132 si(xi) + pi(a)

(vel. 9 (I=1,2,....0).

Diese Funktionen konnen als Bewegungsintegrale auf-
gefallt und entsprechend quantenmechanisch gedeutet
werden:

f
By R 1 dx;
= X5 [“ m fi X; da; (f’ dr,) + pi(x)
f

Wird dies mit = 1T X;(x;) multipliziert,
i=1

! A

w [ S i
Y - oL (f;.;”;)+'"w},
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QY=
= L 2m@fi i

so liegt es nahe, entsprechend der Definition der Im-
pulsoperatoren in krummlinigen Koordinaten fiir ska-
lare Wellenfunktionen ?

h Pl
PIV= 1 g 3uy
(g Determinante des kovarianten Maftensors)

mit den Operatoren

A1 3
T Vol om Ve fiy)

Ve .

pLy= (es ist g=H?)

a;y als Operatorenfunktionen zu schreiben:
i

QY= Z :l[ V'ff pifipi V’Pf P

®;; braucht nicht in den Symmetrisationsprozel} einbe-
zogen zu werden, da es nicht von x; abhdngt und dem-
zufolge mit den p; vertauschbar ist. Der symmetrische
Aufbau der Produkte 1df3t sofort erkennen, daf} die
selbstadjungierte Operatoren sind. Sie sind weiterhin
paarweise miteinander vertauschbar:

Mit der Abkiirzung

1 1 1
) VfiPl.fz pi Vi + Wi

i
1
= Z Dy V¢ t

i=1

ti=

wird
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Damit kann der Kommutator geschrieben werden:

N ¢m;¢ 45”/. 1
Ax, Q2] = L, ——= 1 -
[ % l] mbn P m p n Vo
Y ¢n4 tn dsmgc t - l )
m .
mn V@ @ Vo

4 Fiir die Hamirron—J acosische Differentialgleichung sind die
f quadratischen ersten Integrale von StickeL angegeben wor-
den: C. R. Acad. Sci., Paris 116, 485 [1893].

NOTIZEN

Wird hierin n und m vertauscht
b '3 D, 1
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und beides addiert, so ergibt sich

1 ¢m;: an/ . dsm;. ¢Ilz \1
2[17' s a/] = = V tm ? ty ]/(ﬁ
— 2 1 ,g'nr ¢n/ ¢mi dsn;; 1 i
== tn tm
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Nach einem Satz der Determinantentheorie (siehe etwa
KowaLewskr 8) ist der zweireihige Minor

{pmz (pui - (I)m/'. (I)le

der zu ¢ reziproken Determinante gleich dem alge-
braischen Komplement zu dem gleichindizierten zwei-
reihigen Minor in ¢, multipliziert mit ¢. Da aber die-
ses algebraische Komplement in ¢ keine Elemente aus
der m-ten und n-ten Zeile enthdlt und der Faktor ¢
sich weghebt, ist der mittlere Bruchstrich mit den Ope-
ratoren t,, , t, vertauschbar. Die t,, bzw. t, wirken je-
doch nur auf r,, bzw. z,, sind also auch untereinander
vertauschbar. Mithin ist

[ax s :l;_] =0
Die urspriinvlichen Beziehungen

Z pl/

i=1

,Ui

V'rf BEle T V¢f v
(l=1,2,,f)

konnen also als Eigenwertgleichungen fiir einen voll-
stindigen Satz vertauschbarer Operatoren angesehen
werden, die sdmtlich Konstanten der Bewegung sind.
denn fiir /=1 ergibt sich der Hamwron-Operator H.
mit dem also alle anderen Operatoren vertauschbar
sind. Da andererseits die Eigenwerte a; dieser Opera-
toren urspriinglich als Separationskonstanten fiir die
Separation der ScuroDINGER-Gleichung auftraten, be-
steht die quantenmechanische Bedeutung der Separa-
tion in einer simultanen Losung eines Eigenwertpro-
blems fiir einen vollstindigen Satz vertauschbarer Ope-
ratoren. Da wir oben

QY=

(I)“:%:O (i=1927,f)
fordern mullten, diese Forderung jedoch fiir
q;i/\‘ (k=2537"'af)

nicht erfiillt zu sein braucht, stellt die ScHrRODINGER-
Gleichung als Eigenwertgleichung des Hamitron-Opera-
tors auch die starksten Forderungen an die gemein-
samen Eigenfunktioen; diese werden also durch die
ScurépiNGEr-Gleichung bereits vollstindig definiert.

Herrn Prof. Dr. M. KonLer danke ich fiir die Anregung zu
dieser Arbeit und fiir wertvolle weiterfilhrende Hinweise.

5 Siehe etwa W. Pauvrr im Handbuch der Physik, herausgeg.
v. S. Frieee, Verlag Springer, Berlin, Gottingen, Heidel-
berg 1958, Bd. V, Teil 1, S. 40.

8 G.Kowarewskl, Einfilhrung in die Determinantentheorie,
Verlag de Gruyter, 4. Auflage, Berlin 1954, S. 80.



